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Аннотация
Рассмотрены особенности локализации стационарных состояний в симметричной трехслойной 
структуре, в которой внутренний слой характеризуется дефокусирующейкерровской 
нелинейностью, а внешние обкладки -  фокусирующей. Для описания локализации поля вблизи 
границ раздела с нелинейным откликом использовано нелинейное уравнение Шредингера с 
нелинейным самосогласованным потенциалом. Показано, что существует локализованное 
состояние с антисимметричным распределением профиля поля относительно средины 
внутреннего слоя. Найдены в явном аналитическом виде энергии стационарных локализованных 
состояний и проанализированы условия их существования.
Abstract
The peculiarities of stationary state localization in a symmetric three-layer structure, in which the inner 
layer is characterized by a defocusing Kerr nonlinearity, and the outer plates are focused, are 
considered. Nonlinear Schrodinger equation with a nonlinear self-consistent potential was used to 
describe the localization of the field near the interfaces with a nonlinear response. It is shown that a 
localized state exists with an antisymmetric distribution of the field profile relative to the middle of the 
inner layer. The energies of stationary localized states are found in an explicit analytic form and the 
conditions for their existence are analyzed.
Ключевые слова:уравнение Шредингера, слоистая среда, плоский дефект, граница раздела 
сред, нелинейные поверхностные волны, локализованные состояния.
Keywords: Schrodinger equation, layered medium, planar defect, interface, nonlinear surface waves, 
localized states.
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Введение
Теоретическое описание нелинейных явлений, акцентируемое на изучении 
особенностей локализации возбуждений различной физической природы вблизи 
разнообразных дефектов, в том числе границ раздела сред, имеет большое значение для 
технических приложений [Nonlinearity and Disorder, 2001; Kivshar, 2003; Carretero- 
Gonzalez, 2013]. При математическом моделировании таких эффектов используются 
нелинейные дифференциальные уравнения с частными производными, особое место 
среди которых занимает нелинейное уравнение Шредингера (НУШ) [Давыдов, 1984; 
Косевич, 1989].
Распространению волн в слоистых средах, в том числе и трехслойных структурах, 
посвящено большое количество теоретических работ [Михалаке, 1989; Kartashov, 2011; 
Коровай, 2010; Qian 2009; Panyaev, 2016; Trofimov 2017]. Однако в большинстве из них 
пренебрегается взаимодействием поля волны с границами раздела слоев. Влияние 
взаимодействия границы раздела слоев в симметричных трехслойных структурах на 
локализацию поля рассматривалось в работах Герасимчук [2000, 2003].
В случае, когда слои представляют собой нелинейные оптические среды, имеет 
смысл учитывать и нелинейный отклик взаимодействия поля волны с тонкой границей как 
с плоским дефектом [Gerasimchuk, 2012; Gerasimchuk, 2015].
В данной работе будут рассмотрены эффекты локализации поля в симметричной 
трехслойной структуре при наличии нелинейного отклика границ раздела слоев. В 
рассматриваемой структуре внутренний слой, характеризующийся дефокусировкой 
(отрицательной керровской нелинейностью), окружен симметричными обкладками с 
нелинейностью противоположного знака, то есть с фокусировкой. В силу симметрии 
структуры появляется возможность описать аналитически простые стационарные 
локализованные состояния, также обладающие симметрией. При моделировании такой 
структуры используется НУШ с нелинейным самосогласованным потенциалом, 
использованным ранее в ряде работ [Gerasimchuk, 2012, 2015; Савотченко, 2018a, b, c, d, e, 
2019a, b; Savotchenko, 2018a, b, c, d, e] для описания взаимодействия возбуждений с 
границей раздела слоев.
1. У равнения модели
Рассмотрим трехслойную структуру, в которой внутренний слой толщины 2а с 
отрицательной (дефокусирующей) нелинейностью керровского типа разделяет два 
кристалла с положительной (фокусирующей) нелинейностью керровского типа. 
Фактически рассматриваемая система представляет собой тонкий дефокусирующий слой 
между двумя массивными фокусирующими обкладками.
Границы раздела сред будем считать плоскими, а их толщину много меньше 
характерного масштаба локализации возмущений параметров среды, создаваемых ими. 
Ширина внутреннего слоя будет считаться существенно больше ширины границ раздела 
слоев. В данном контексте плоскопараллельные границы раздела слоев можно называть 
волноводами.
Выберем систему координат так, чтобы середина нелинейного слоя проходила через 
начало координат. Границы раздела слоев лежат в плоскостях х =± а перпендикулярно оси 
х. Пусть фокусирующие обкладки занимают полупространства |х| > a , а оптический слой с
дефокусирующей нелинейностью расположен в области |х| < a .
Как было показано [Gerasimchuk, 2012, 2015; Савотченко, 2018a; 2018b; 2018c; 
2018d; 2018e; 2019a; 2019b; Savotchenko, 2018a; 2018b; 2018c; 2018d; Savotchenko, 2018e], 
для описания распределения поля в световом пучке, локализованном вдоль волноводов, 
можно использовать одномерное НУШ:
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где т -  эффективная масса возбуждений (положительная постоянная величина).
В НУШ (1) потенциал, описывающий нелинейные свойства границ раздела, имеет 
вид [Савотченко, 2019a, b]:
U (х, Н| ) = {U0 -  W0 HI }{S(x + a) + S(x -  a)} (2)
где величина U0 интерпретируется как интенсивность взаимодействия возбуждений поля 
с границами раздела в линейном приближении («мощность» дефекта). При U0 > 0 
возбуждения отталкиваются от границы, а при U0 < 0 -  притягиваются. Параметр 
нелинейности границ раздела слоев W0 характеризует нелинейный отклик их 
взаимодействия с возбуждениями. При W0 > 0 соответствующая граница характеризуется 
внутренней фокусировкой, а при W0 < 0 -дефокусировкой.
Керровскую нелинейность в НУШ (1) будем аппроксимировать кусочно­
постоянной функцией:
У( х) =
где у0 > 0 и g0 > 0 -  постоянные величины.
у0, х < -a
-  g0, N < a
У0, х > a
Характеристики слоев Q(x) также будем аппроксимировать кусочно-постоянной
функцией:
О(х) =
Qj, х < -a;
Q0, х < a;
Q1, х > a;
где Q 1 > 0 и Q0 > 0 -  постоянные величины.
^ационарны е состояния с энергией Е  определяются после подстановки 
зависимости ч( х, t) = н( х)ехр( -iEt) в НУШ (1) из стационарного НУШ:
Н  + 2m v{E -  Q + у(х)|н |2 -  U (х ,|н |2)} = 0. (3)
Решение НУШ (3) с потенциалом (2) эквивалентно решению НУШ без потенциала:
с граничными условиями:
Н  +  2 m v { E  -  Q  +  у (  х ) | н |2 } =  0 ,
H(+a -  0) = v(+a + 0) = Ч0 j ,
I I2y"(+a + 0) -v"(+a -  0) = 2m{U0 -  W0 H 0 j  }V0 j .
(4)
(5)
(6)
где H0j =H(±a) -  амплитуды поля на границах раздела слоев. Здесь и далее значение
индекса j  = 1 соответствует величинам, относящимся к области х < -  a, j  = 2 -  к области 
х > a, j  = 0 -  к внутреннему слою при | х I < a. При этом в формулах (5), (6) и далее для 
j  = 1 следует выбирать верхний знак, а для j  = 2 -  нижний.
При отсутствии взаимодействия поля с границами раздела слоев, когда U0 = 0, 
W0 = 0, из условия (6) получается условие непрерывности производной поля. Такой 
случай, как для одиночной границы раздела двух полупространств, так и для трехслойных 
структур, был наиболее подробно проанализирован Михалаке [1989].
В случае одной границы раздела в плоскости х=0 при U0 = 0, W0^  0 и а = 0 для 
случая нелинейного плоского дефекта из условия (6) получается одно граничное условие 
[Gerasimchuk, 2012, 2015; Савотченко, 2018a], а для случая обоих ненулевых параметров
U0 и W0 -  описано Савотченко [2018b; 2018c; 2018d;]. Для системы двух 
плоскопараллельных дефектов с линейным взаимодействием U0 Ф 0, W0 = 0 и а  Ф 0 из 
условия (6) получаются граничные условия [Герасимчук, 2000, 2003]. При U0 = 0, W0 Ф 0 и 
а Ф 0 из условия (6) получаются граничные условия [Savotchenko, 2018e] для двух 
плоскопараллельных дефектов с преобладающим нелинейным откликом, а при обоих 
ненулевых параметрахU0 и W0 -  в других работах [Савотченко, 2019a, 2019b].
2. Локализованное состояние
Если энергия стационарного состояния лежит в диапазоне Q0 < Е  < Q 1, то НУШ (4) 
имеет частное решение в виде
-  A/chq(x + a), x  < - a , 
y (x) — <{Assn( q sx , к ), |x| < a , (7)
A/chq(x  -  a), x  > a ,
описывающее локализованное состояние с антисимметричным распределением профиля 
поля относительно средины внутреннего слоя, то есть обладающее свойством нечетности: 
y (-x) — -y ( x ) . Здесь к  -  модуль эллиптического синуса.
Решение (7) всюду ограничено и удовлетворяет условию исчезновения на 
бесконечности: |y(x)| ^  0 при х ^  да.
Параметры решения (7) определяются выражениями, получаемыми после 
подстановки (7) в НУШ (4):
As — qs (mg0)-1/2, (8)
q2s — 2m(E -  Q0 ) /(1 + к2 ), (9)
A = q(mT0)-1/2, (10)
q2 — 2m(Q1 -  E ) . (11)
Подстановка решения (7) в граничные условия (5) и (6) приводит к системе 
дисперсионных уравнений:
q —w n( qsa  k ) . (12)
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qscn(qsa,к)dn(qsa,к)
sn( qsa, к) — ^ 0q -  u0 (13)
где ц — (Y0/g0)1/2, Щ — 2mU0, ^  — 2W0 / Y0 .
Из уравнения (12) можно выразить эллиптический синус и подставить его в 
уравнение (13), исключив тем самым ширину а из системы. В результате получается одно 
дисперсионное уравнение:
(цЧ 2 -  q Y W q 2 -  к У ) 1/2 — ц 4 ^ Ч )  -  «0) , (14)
определяющее зависимость энергии локализации от параметров нелинейности кристаллов 
и характеристик границы их раздела.
Используя связь
q2 — ( о - q2)/(1 + к2) , (15)
вытекающую из выражений (9) и (11), где обозначили о  — 2 т ( ^ - Ц , ) > 0, дисперсионное 
уравнение (14) можно переписать в виде:
q 6ц^02 -  aqq4 + bqq 2 -  {°ц2/(1 + к 2)}2 — 0 , (16)
где aq — 2ц«0w0 + (1 + ц2)(ц2 + к2) , bq — ц{«2 + цо (1 + к2 + 2ц2)/(1 + к2)} .
3. Результаты  и обсуждение
Решения дисперсионного уравнения (16) можно получить в явном аналитическом 
виде в ряде предельных случаев.
1) Пусть выполняется условие малости оц << 1, реализуемое, когда нелинейность 
внутреннего слоя существенно превосходит нелинейность обкладок. В этом случае 
решение дисперсионного уравнения (16) имеет вид:
q  — q 10 + q 20 + q 30 , (17)
где
q10— «0/ w0, q220 — (1+ ц2 )(ц2 + к 2) / 2ц w02,
q30 — {(1 + ц2)(ц2 + к2) ( 4 ц «  + (1 + ц2)(ц2 + к 2)}1/2 ^ 2 .
В уравнении (17) первое слагаемое не зависит от параметров нелинейности, а 
второе слагаемое не зависит от интенсивности границы раздела U0. При этом все 
слагаемые в уравнении (17) зависят от интенсивности нелинейного отклика границ 
раздела слоев W0. Следовательно, для существования локализованного состояния с 
энергией
E — Q1 -  q2/ 2 т , (18)
куда подставляется (17), наличие нелинейного отклика границ раздела сред является 
обязательным требованием.
2) Если дополнительно к предыдущему условию потребовать, чтобы модуль 
эллиптической функции выражался через параметры трехслойной структуры в виде
к2 — (1 + ц2){[1 - 4ц(ц + 2«0w„)/(1 + ц2)2]1/2 - 1}/2 , (19)
то энергия локализации примет вид
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/  \1/2
Y 0U,
V mW0 у
(20)
Для существования локализованного состояния с энергией (20) параметры границ 
раздела слоев должны иметь противоположные знаки.
3) Если нелинейный отклик границ раздела слоев пренебрежительно мал, то 
дисперсионное уравнение (16) имеет решение:
q2 — q2{1 ± (1 - q^/qa2)1/2} , (21)
где q2a — ц{м02(1 + к2) + 4о(1 + к2 + 2ц2)}/2(1 + к2)2(ц2 + к2) , q2b — 2ц3о 2 /(1 + к2)2 .
Решению (21) соответствует, согласно (18), энергия локализации:
E  — Q -Q a{1 ± (1 -Q b/Q a)1/2} , (22)
где Q a,b — ql,b /2m .
Локализация поля с энергией (22) возможна при выполнении условия: U0 > U 2 , где 
Uc2 — (Q  - Q ){ц(1 + к2)1/2(ц2 + к2)1/2 -2(1 + к2 + 2ц2)}/т(1 + к2) .
4) Если дополнительно к предыдущему условию потребовать, чтобы U0 — Uc , то
q — qa, а энергия локализации E  — Q1 - Q a . Требование U0 — Uc фактически означает, что 
модуль эллиптической функции выражается через параметры трехслойной структуры 
определенным образом, получаемым из данного уравнения.
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Заключение
В работе рассмотрена симметричная трехслойная структура из нелинейных слоев, 
причем внутренний слой характеризуется дефокусировкой, а внешние обкладки обладают 
фокусирующей керровской нелинейностью. Для теоретического описания локализации 
поля вблизи границ раздела слоев использовано НУШ. Взаимодействие поля с границами 
разделов слоев моделировалось нелинейным самосогласованным потенциалом.
Показано, что в рассматриваемой системе существует локализованное состояние с 
антисимметричным распределением профиля поля относительно середины внутреннего 
слоя, то есть обладающее свойством нечетности. Найдены в явном аналитическом виде 
энергии стационарных локализованных состояний и указаны условия их существования.
Полученные результаты могут иметь значение для разработки и 
совершенствования оптических волноводных систем с заданными характеристиками, 
оптических устройств управления на основе слоистых сред, а также различных 
оптических переключателей и ограничителей мощности, способных пропускать световые 
импульсы выше или ниже заданного значения потока энергии [Zhang, 1995; Strudley, 2014; 
Zhong, 2018].
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